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Re´sume´
We study the stability of Koszul and Gorentein properties for the semi-cross prod-
uct of homogeneous algebras.
———————————– Nous e´tudions la conservation des proprie´te´s de Koszul et
de Gorenstein pour le produit semi-croise´ des alge`bres homoge`nes.
1 Introduction
Le but de cette note est d’e´tudier la stabilite´ de certaines proprie´te´s homologiques
des alge`bres homoge`nes par produit semi-croise´, introduit au paragraphe 7.1 de [1]. Plus
pre´cise`ment, nous montrons qu’une alge`bre homoge`ne est de type Koszul si et seulement
si un de ces produits semi-croise´s l’est. Dans le cas ou` la dimension globale est finie, eˆtre
de type Gorenstein est e´quivalent pour l’alge`bre et ses produits semi-croise´s.
Diffe´rentes notions relatives aux alge`bres quadratiques introduites par [2] sont
ge´ne´ralise´es aux alge`bres homoge`nes dans [3]. En particulier un N–complexe est canon-
iquement attache´ a` toute alge`bre N–homoge`ne, dont le complexe de Koszul de [4] est une
contraction. Dans l’article [4], il est montre´ qu’eˆtre de type Koszul pour une alge`bre ho-
moge`ne est e´quivalent a` l’acyclicite´ de ce complexe. C’est cette caracte´risation que nous
utiliserons. En plus d’alge`bres quadratiques, on trouve des alge`bres cubiques dans la classi-
fication des alge`bres re´gulie`res de dimension 3 de´crite par [5]. D’autres exemples d’alge`bres
homoge`nes de degre´ supe´rieur a` 3 ont e´te´ e´tudie´es par la suite dans [4], ainsi que dans [6]
et [7] en liaison avec certaines e´quations issues de la physique the´orique.
2 Rappels et notations
k est un corps fixe´ dans toute la suite, tous les produits tensoriels seront pris sur k,
⊗ = ⊗k. Soit A = A(E,R) une alge`bre homoge`ne de degre´ N . C’est le quotient de l’alge`bre
tensorielle T (E) associe´e a` un k–espace vectoriel E de dimension finie par un ide´al bilate`re
I(R) engendre´ par un espace de relations R ⊂ E⊗N . Soit α un automorphisme de l’alge`bre
gradue´e A. Il est de´fini par un automorphisme de E e´tendu canoniquement a` T (E), encore
note´ α et tel que α(R) = R. L’alge`bre Aα, produit semi-croise´ de A par α, est donne´e
par l’espace vectoriel gradue´ sous-jacent a` A muni du produit · de´fini sur les e´le´ments
homoge`nes par x · y = xα|x|(y) ou` |x| est le degre´ de x et ou` le symbole pour le produit
dans A est omis, voir [1]. Aα est encore une alge`bre associative avec unite´, identique a`
celle de A. Remarquons tout de suite que id : Aα → A est un isomorphisme de k–espaces
vectoriels et que α est encore un automorphisme de l’alge`bre Aα, ainsi que A = (Aα)α
−1
.
De´finissons maintenant θ, automorphisme de l’espace vectoriel gradue´ T (E) : en degre´
n+1, θn+1(x0⊗x1⊗ . . .⊗xn) = x0⊗α(x1)⊗ . . .⊗α
n(xn). Relativement a` la de´composition
E⊗n+1 ≃ E⊗p+1 ⊗ E⊗n−p, on a la formule :
θn+1 = (θp+1 ⊗ id) ◦ (id ⊗ (α
p+1 ◦ θn−p)) (1)
Comme application de ces de´finitions, prouvons la proposition suivante.
Proposition 1 Aα est une alge`bre homoge`ne de degre´ N , Aα = A(E, θ−1N (R)).
Conside´rons m : T (E)→ A de´fini en degre´ n par m(x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn) = x1x2 . . . xn
et mα : T (E)→ A
α de´fini en degre´ n par mα(x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn) = x1 · x2 · . . . · xn. Alors
le diagramme suivant d’applications line´aires commute, c’est-a`-dire mα = m ◦ θ.
T (E)
mα
//
θ

Aα
id

T (E)
m
// A
Par de´finition [3], Kerm = I(R), d’ou` l’e´galite´ Kermα = θ
−1(I(R)) = I(θ−1N (R)). En
conse´quence Aα est une alge`bre homoge`ne de degre´ N , Aα = A(E, θ−1N (R)).
Exemple Soient A = A(E = kx⊕ ky, x⊗ y ⊗ x− y ⊗ x⊗ y) l’alge`bre des tresses a` 3
brins et α l’automorphisme involutif e´changeant x et y. Alors le produit semi-croise´ de A
par α est Aα = A(E, x⊗ x⊗ x− y⊗ y ⊗ y), ce qui est une e´criture plus syme´trique. Nous
poursuivrons plus loin l’e´tude de cette alge`bre via son produit semi-croise´.
3 Conservation des types Koszul et Gorenstein
The´ore`me 2 A est de type Koszul si et seulement si Aα est de type Koszul.
D’apre`s [3], A est de type Koszul si le complexe C de A–modules a`
gauche est acyclique en degre´s strictement positifs. Le complexe C, c’est-a`-dire
. . . d // A⊗A!∗(p+1)N
δ
// A⊗A!∗pN+1
d
// A⊗A!∗pN
δ
// . . . d // A // 0 , est la
contraction C = CN−1,0 du N–complexe K(A) de A–modules a` gauche (avec δ = d
N−1)
. . . d // A⊗A!∗i+1
d
// A⊗A!∗i
d
// A⊗A!∗i−1
d
// . . . d // A // 0 .
Nous pouvons voir (K(A), d) comme un N–complexe d’espaces vectoriels. Nous allons
construire un isomorphisme de N–complexes entre (K(Aα), dα) et (K(A), d). Cela induira
un isomorphisme de complexes entre leur contraction. Un isomorphisme de complexes
e´tant un homologisme, l’acyclicite´ de Cα sera e´quivalente a` celle de C, ce qui prouvera le
the´ore`me.
Rappelons que A!∗i est naturellement un sous-espace de E
⊗i (cf. [3]). De´finissons K(θ) :
K(Aα)→ K(A) en degre´ i par :
K(θ)i : K(A
α)i = A
α ⊗ (Aα)!∗i → K(A)i = A⊗A
!∗
i
a⊗ e 7→ a⊗ α|a| ◦ θi(e) (2)
Il est clair queK(θ)i est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Ve´rifions alors que K(θ)
est un morphisme de N–complexes.
. . . d
α
// Aα ⊗ (Aα)!∗i+1
dα
//
K(θ)i+1

Aα ⊗ (Aα)!∗i
dα
//
K(θ)i

Aα ⊗ (Aα)!∗i−1
dα
//
K(θ)i−1

. . .
. . . d // A⊗A!∗i+1
d
// A⊗A!∗i
d
// A⊗A!∗i−1
d
// . . .
Soit a⊗ (e⊗ f) un e´le´ment ge´ne´rique de Aα⊗ (Aα)!∗i+1 avec A
!∗
i+1 ⊂ E
⊗i+1 ≃ E⊗E⊗i.
D’une part dα(a ⊗ (e ⊗ f)) = a · e ⊗ f = aα|a|(e) ⊗ f , donc K(θ)i ◦ d
α(a ⊗ (e ⊗ f)) =
aα|a|(e) ⊗ α|a|+1(θi(f)) car |aα
|a|(e)| = |a| + 1 puisque α est de degre´ 0. D’autre part
K(θ)i+1(a ⊗ (e ⊗ f)) = a ⊗ α
|a| ◦ θi+1(e ⊗ f) = a ⊗ α
|a|(e ⊗ α ◦ θi(f)) = a ⊗ (α
|a|(e) ⊗
α|a|+1(θi(f))) en utilisant (1), donc d ◦ K(θ)i+1(a ⊗ (e ⊗ f)) = aα
|a|(e) ⊗ α|a|+1(θi(f)).
Finalement K(θ)i ◦ d
α = d ◦ K(θ)i+1, et K(θ) est un isomorphisme de N–complexes
d’espaces vectoriels. CQFD.
Proposition 3 Si A est de type Koszul de dimension globale finie alors Aα l’est aussi.
En effet, dans le cas ou` A est de type Koszul la dimension globale D est donne´e par le
plus grand entier tel que CD 6= 0 (avec C = A). Via l’isomorphisme K(θ), CD 6= 0 e´quivaut
a` CαD 6= 0, d’ou` la proposition.
Exemple Montrons que Aα = A(E,R = x⊗ x⊗ x− y ⊗ y ⊗ y) est de type Koszul de
dimension globale 2, ce qui montrera en vertu des the´ore`mes pre´ce´dents que l’alge`bre des
tresses a` 3 brins est du meˆme type.
Le 3–complexe K(Aα) se calcule simplement :
0 // Aα
d3
// (Aα)4
d2
// (Aα)2
d1
// Aα // 0
avec d3 : a 7→ (ax, 0, 0,−ay), d2 : (a, b, c, d) 7→ (ax+ cy, bx + dy) et d1 : (a, b) 7→ ax+ by.
Le complexe de Koszul Cα obtenu en contractant s’e´crit, dans ce cas :
0 // Aα
δ
// (Aα)2
d
// Aα // 0
ou` δα = d2 ◦ d3 : a 7→ a(x
2,−y2) et d = d1. La suite est exacte au niveau de (A
α)2,
c’est la de´finition de l’alge`bre par ge´ne´rateurs et relations [3]. Il suffit donc de ve´rifier
l’injectivite´ de la premie`re fle`che.
Lemme : x et y sont re´guliers a` droite (sans diviseur de ze´ro a` gauche).
Raisonnons par re´currence sur le degre´ des e´le´ments de l’alge`bre, l’initialisation e´tant
e´vidente. Supposons x et y re´guliers jusqu’au degre´ n. Soit a ∈ Aαn+1 tel que ax = 0,
alors d(a, 0) = 0. De par l’exactitude au niveau de (Aα)2, il existe a′ ∈ Aαn−1 tel que
δ(a′) = (a, 0). Donc a′y2 = 0 et par hypothe`se de re´currence a′ = 0 d’ou` a = a′x2 = 0. x
est bien re´gulier a` droite jusqu’au degre´ n+ 1, la de´monstration pour y est identique. Le
lemme est prouve´.
Puisque x et y sont re´guliers a` droite, la premie`re fle`che du complexe de Koszul Cα est
donc injective. Donc l’alge`bre des tresses a` 3 brins posse`de la proprie´te´ de Koszul et est
de dimension globale 2.
Remarque : La proprie´te´ de Koszul permet de calculer la se´rie de Poincare´ PA(t) =∑
dim(An)t
n de A. En effet d’apre`s [8], on a la relation suivante :
PA(t)
(∑
n
dim(A!Nn)t
Nn − dim(A!Nn+1)t
Nn+1
)
= 1 (3)
Dans notre cas N = 3, cela donne 1/PA(t) = 1 − 2t + t
3 = (1 − t)(1 − t − t2). Ainsi
l’alge`bre des tresses a` 3 brins est a` croissance exponentielle.
The´ore`me 4 Si A est de type Koszul de dimension globale finie D, alors A est de type
Gorenstein si et seulement si Aα l’est.
Dans les hypothe`ses du the´ore`me, A est de type Gorenstein si la cohomologie du
complexe dual C′ est nulle en degre´ strictement infe´rieur a` D. Le complexe de cochaˆınes
C′ de A–modules a` droite est obtenu a` partir du complexe de chaˆınes C de A–modules a`
gauche en appliquant le foncteur contravariant HomA(•,A). Le complexe de cochaˆınes C
′
est la contraction C1,0 duN–complexe L(A) obtenu en appliquant le foncteur contravariant
HomA(•,A) a` K(A) comme explique´ dans [6]. Or il est imme´diat que HomA(K(θ),A)
est toujours un isomorphisme de N–complexes d’espaces vectoriels entre L(Aα) et L(A).
Il induit donc un isomorphisme de complexes entre (Cα)′ et C′, d’ou` un homologisme, ce
qui prouve le the´ore`me.
(Contre)-exemple Dans le cas de l’alge`bre des tresses a` 3 brins, le 3–complexe L(Aα)
s’obtient facilement a` partir de K(Aα) :
0 // Aα
d1
// (Aα)2
d2
// (Aα)4
d3
// Aα // 0
avec d1 : a 7→ (xa, ya), d2 : (a, b) 7→ (xa, xb, ya, yb) et d3 : (a, b, c, d) 7→ xa − yd. Le
complexe de Gorenstein (Cα)′ obtenu en contractant s’e´crit donc, dans ce cas :
0 // Aα
d′
// (Aα)2
δ′
// Aα // 0
ou` d′ = d1 et δ′ = d3 ◦ d2 : a 7→ (x2,−y2)a. Il est alors clair que H2((Cα)′) 6= k,
donc l’alge`bre n’est pas de type Gorenstein. En re´sume´, l’alge`bre des tresses a` 3–brins est
Koszul de dimension 2, mais n’est pas Gorenstein.
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